Matematicka analyza 2 — 2. “domaci” test (metrické prostory)

Zkuste problémky ,,z metrickych prostorit™ promyslet a ,sepsat* ¥edeni aspost nékolika z nich (vyberte si);
a pfipravte si pfipadné otizky, probereme je pak na cvideni.

a) metrika;

1. Ukazte, Ze z axiomi v definici metriky plyne nezipornost metriky.

2. Uvazujme prostory R" a v nich metriky:

n n
di(x,¥)= Zl X - yk| , dy(x, )= } Z(xk ~y.)*  (Euklidovska metrika) a
k=1 k=1

dmax (x’y) = mfxlxk - yk| .
Ovéite axiomy metrik d;(x,y) , do(x,¥) 1 d (%, ).
..Rada®: trojuhelnikovou nerovnost pro euklidovskou metriku v R” odvod'te
z Cauchyovy — Schwarzovy nerovnosti (g;,b; € R)

@by + et a,h ) < (aF +...t a2)BE +....+B2).
3. Ovéfte opét axiomy metrik d(f,g) a d,(/f,g) v prostoru C[a,b] , kde
b
4(7,8)= max} /() =g a di(f.)= |76~ g ar.
xe[a,b .

(U ovéfeni axiomii u d,(f, g) budeme asi potfebovat n&které vlastnosti uréitého integralu).

b) mnoziny v metrickém prostoru:

1. Zopakujte si pojmy mnoZina oteviend, uzaviend v (M,d) ((M,d) - metricky prostor), uzavér mnoziny, vnitini bod,
hraniéni bod, limitni (hromadny) bod mnoZiny:
UkaZte:
a) X c(M,d)je uzaviena mnoZzina < M — X je mnoZina oteviena.
b) ae M je limitni bod mnoZiny X < pro kazdou kouli B(a,r),r >0, je mnozina B(a,r) " X nekonedni.
¢} ae€ M jelimitni bod mnoZiny X', a¢ X = a je hraniénim bodem mnoZiny X .
A jestd :
d) je-li a je hraniénim bodem mnoZiny X , musi byt limitnim bodem mnoZiny X ?

2. Rozhodnéte, zda plati tvrzeni ( bud’ dokaite, Ze plati, nebo pomoci piikladu ukazte, 7e tvrzeni neplati ):

a) sjednoceni spocetng mnoha otevienych mnoZin je oteviend mnoZina;
b) prinik spodetné mnoha otevienych mnoZin je oteviena mnoZina;

¢) sjednoceni spofetné mnoha uzavienych mnoZzin je uzavienid mnoZina,
d) prinik spoéetné mnoha uzavienych mnoZin je uzaviena mnozina.

3. Rozhodnéte, zda mnoZina X = {[x,y,z]e R3; x? +y2 +22<1 & z>x%+ yz}
je uzaviena nebo oteviena. Odtvodnéte.



¢) konvergence v metrickém prostoru:

1. a) Ukazte, e konvergence v prostoru R” s metrikami d;(x,y), dy(x,¥) 1 dy,,(x,y)je konvergence
»po slozkach®.

b) Ukazte, Ze metriky (v prostoru R") dy(x,¥), d5(x,¥) d .. (x,¥) jsou ekvivalentni.

2. a) Promyslete, co ,,Znamena‘* v prostoru C[a, b] {prostor funkei spojitych na uzavieném intervalu [a, b])

s metrikou d_,, (f,g)= m[aygll f(x)-g(x)| konvergence posloupnosti {f,} .

(Plati: limf, =7 v Cla,b] © Vxela,b]: limf,(x)=1(x)?)
b) Jak ,,vypada* koule v prostoru ( Cla,b], d .y )?

3. Ukaite, Ze plati:
Je-li posloupnost {x,}, x, € R" cauchyovska v (R",d,) (resp.v (R",d,), tesp.v (R",d,)), pak je
konvergentni. (V libovolném metrickém prostoru plati: {x,} je konvergentni= {x,} je cauchyovska.

4. a) Uved'te definice Gplného metrického prostoru a kompakiniho metrického prostoru.
b) Dokazte, nebo ukaZte, Ze neplati :

(i) Prostor (R",dm) (n € N)je Gplny metricky prostor.
( Pro x =(x1,x2,....,xn) a y =(y1,y2,....,y,,) je d (x, y)= m;ax|xi - yi| J)

(ii) Kompaktni metricky prostor je iplny metricky prostor.



